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§ 1. Legenda

1 - Nel seguito F indicherd un insieme che possiede almeno 4 ele-
menti.

2 - Gli elementi di F saranno indicati con le lettere minuscole del-
I’alfabeto latino, alle quali potranno essere apposti uno o piu apici a de-
stra:

a, 252" a, b, b”, c,.ux, y, 2, u, &e.

Gli elementi di F potranno anche essere chiamati convenzional-
mente «punti». Le operazioni su elementi di F saranno indicate con let-
tere majuscole. L’identita sara indicata con la lettera 1.

Si scrivera 1l simbolo dell’operazione dopo il simbolo dell’elemen-
to sul quale essa opera; cosi per esempio 1l simbolo:

xS(a)
indichera I’elemento di F nel quale I'operazione S(a) porta ’elemento
X.

Per il prodotto (applicazione successiva) di operazioni su F vale ov-
viamente la proprieta associativa; inoltre si scrivera:

xS(a)S(b)
per indicare I’elemento:
[xS(2)15(b)-
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3 - I quantificatori universale ed esistenziale saranno indicati pre-
mettendo i simboli «¥» ed «3» rispettivamente alle lettere interessate;
cosl per esempio:

VxP(x)

sarha letto «per tutti gli x & vera P(x)» o anche «a tutti gli x compete il
predicato P». E per esempio

IxP(x)

sara letto: «esiste {almeno) un x per cut P(x) ¢ vera» o anche: «il predi-
cato P compete ad (almeno) un x».

4 - 1l connettivo «et» di congiunzione tra due proposizioni sara in-
dicato scrivendo il simbolo «&» tra i simboli delle proposizionti stesse,
come segue:

P&Q.

5 - Il connettivo «vel» di alternativa tra due proposizioni verra in-
dicato interponendo 1l simbolo «v» tra 1 simboli delle proposiziont
stesse, come segue:

PvQ.
6 - P e Q essendo due proposizioni, la formula:
P=Q

indichera che dalla ipotesi P si deduce la Q.
7 - P e Q essendo due proposizioni, la formula:

Pe=Q

indichera che dalla P si deduce la Q e viceversa, ossia che la validita di

una delle proposizioni ¢ condizione necessaria e sufficiente per la vali-
dita dell’altra.

8 - Il simbolo «~» scritto prima del simbolo di una proposizione in-
dichera la megazione della proposizione stessa; quindi:

-P
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indica la proposizione che & falsa quando P & vera e vera quando P ¢ falsa.

9 -1l simbolo «=» posto tra i simboli di due elementi di F indichera
che questi due ultimi coincidono, cioé che 1 due simboli sono nomt di-
versi di uno stesso elemento di F. Invece, se «=» & posto tra i simboli
di due operazioni, indichera la coincidenza dei risultati delle operazio-
ni stesse per ogni elemento di F. Quindi per esempio, scrivendo:

S(a)=S(b)
si intendera indicare la validita della proposizione:
Vx{xS(a)=xS(b)}.

Se fra due enti (elementi di F oppure operazioni) non sussiste la re-
lazione «=», si indicheri tale fatto con il simbolo «=/=» scritto tra 1
simboli degli enti in parola; cosi per esempio la formula:

x=/=y
indichera che gli elementi x ed y non coincidono.

§ 2.

Gli assiomi che enunceremo hanno lo scopo di fornire la definizio-
ne implicita di certe operazioni sugli elementi di F.

AX 1 - Vx[xS(x) = x].
L’operazione «S(x)», funzione del punto x, ha sempre x come punto
unito.

2 AX 2 - VxIX[x =/=x & x’§(x)=x"].
L’operazione S(x) ha un secondo punto unito, x’, diverso da x.

*AX 3 - Vxy{yS(x) = yS(x')}.
L’operazione S(x') ha sempre lo stesso risultato della S(x).
Quindi si avra:

(1) Vx{S(x) = S(x’)}

TEO. 1 - Si ha:

53



C. £ Manara
(2) Vx,x' {xS(x") = x}

X & sempre unito per S(x’).
Dim. Da AX 1, 3, e da (1), ponendo x al posto di y.
OSSERVAZIONE 1 - L’insieme delle formule che precedono non
varia scambiando x con x’; ne consegue che esiste una corrispondenza
involutoria che fa corrispondere tra loro 1 punti come x ed x°, che sono
distinti e che sono uniti per la medesima operazione S. Questa corri-

spondenza sara chiamata nel seguito convenzionalmente «involuzione
assoluta» su F ed indicata col simbolo A. Si avra quindi:

(3) X = xA ;0 X = XA

e quindi:
(4) A*=;
e la (1) pud essere scritta nella forma:

(1a) S(x) = S[xAl

* * *

§ 3.
AX 4 - Yxyz{[x=/=y & x=/=y']=[25(x) =/= 2S5(y)1}.
TEO. 2 - Si ha:
32{zS(x) = 2S(y)}=>[(x=y) v (x’=y)).

Se esiste uno z sul quale le due operazioni S(x) ed S(y) danno lo stes-
so risultato, allora y deve coincidere con x oppure con x’.
Dim. La proposizione ¢ la contronominale di AX 4. Infatti questo as-
sioma ¢ della forma:

[-P & -Q]=-R.
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Di qui si ha:
R=-[-P & -Q}
applicando le leggi di De Morgan si ottiene:
R={P v Q]

TEO. 3 - [xS(y) = x]=[(x=y) v (X' =y)]
Dim. Si ha, per ipotesi:

ma & anche, per AX 1:
xS(x) = x.
Da queste segue la tesi per Teo. 2, ponendo x al posto di z.

OSSERVAZIONE 2 - Dai teoremi precedenti segue che y ed y” so-
no i soli elementi uniti per S(y).

** AX 5 - Vr,y{xS(y)S(y) = x}
Ogni operazione S ¢ involutoria.
Scriveremo quindi:

(5) Yy {S(y)S(y) = [S()T" = I}.

** AX 6 - Vx,yAz{x$(z)=y}
Data una coppia qualunque di elementi x,y, esiste almeno un ele-
mento z tale che S(z) porta x in y.

** AX 7 - Vx,y,23u{§(x)S(y)S(z) = S(u)}.

CONVENZIONE - Indicheremo con S Pinsieme delle operazioni
che abbiamo preso finora in considerazione ed indicate con i vari sim-
boli, come S(x), S(y) ecc.

Con questa convenzione, il contenuto di AX 7 puo essere esposto
dicendo che 1l prodotto di tre operazioni di S & ancora un’operazione

di S.
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§ 4.

Indichiamo con T I'insieme delle operazioni su elementi di F, cia-
scuna delle quali & prodotto di due operazioni di S.

TEO. 4 - Un’operazione di T che abbia un elemento unito ¢ ’identita.
Dim. Supponiamo che si abbia, per un elemento x di F:

(6) xS(2)S(b) = x.

Operando a destra su entrambi i membri della (6) con S(b) e tenen-
do conto di (5) si ottiene:

) x5(a) = xS(b);
di qui, per Teo. 2 si ha:
(8) (b=a)v(b=aA);
in entrambi i casi, per (1) si ha:
) S(a)S(b)=L.
OSSERVAZIONE 3 - Si ha ovviamente:
(10) Ya,b{[S@)S(b)IS(b)S(2)]} = 1.
Quindi ogni operazione dell’insieme T ha una inversa.
In forza di AX 7 e della associativita del prodotto si conclude quin-
di che T & un gruppo.
TEO. 5 - Un’operazione del gruppo T ¢ univocamente determinata

dalla condizione di portare un elemento x in un dato elemento y.
Dim. Si abbia, per ipotesi:

(11) xS(@)Sb) =y 5 xS(p)S(qg) = y;
e di qui, per il Teo. 4,:
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(12) S(2)S(b)S(a)S(p) = T;

ne consegue che si ha:

(13) S(2)S(b)=S(p)S(q)-

OSSERVAZIONE 4 - Dal Teo. precedente si1 ha che ogni operazio-
ne del gruppo puo essere rappresentata in pit modi come prodotto di
due operazioni dell'insieme S.

CONVENZIONE - Dati due elementi x,y, 'operazione di T che
porta x in y verra anche indicata con il simbolo «T(x,y)». Si avra quin-
di:

(14) xT(x,y) = y.
TEO. 6 - 1l gruppo T ¢ abeliano.

Dim. Siano x, y, z tre elementi di F; sia u un elemento, esistente per
AX 6, tale che si abbia:

(15) xS(v) =y,
e sia w un elemento analogo, tale che si abbia:
(16) yS(w) = z.

Tenuta presente I’Oss. 4 si ha:

(17) T(xy) = S(u)S(y) ; T(y,z) = S(y)S(w),
e quindi, per AX 5:
(18) Txy)T(y:2) = S)S(y)S(y)S(w) = S(w)S(w).

Ma per AX 5 e 7 si ha:

(19) [S()S(w)S()IS(y)S(w)S(w)]=1;
e da questa si trae:
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(20) S)S(w) = [S()SWS(W)S(y)} = T(y,2)T(x,y)
Il confronto tra la (18) e la (20) dimostra il teorema.
§5. - !

Consideriarfio in particolare una qualunque coppia di elementi x,
xA, e sia y uno degli elementi (esistente per AX 6) tale che sia:

(21) xA = xS(y).
Da AX 2 ed (1a) segue:

(22) xA = xS(y)S(x).
Ma da AX 1 e dalla (21) si ha:

(23) xA = xS(0)S(y).

Da (22) e (23), per I'arbitrarieta di x segue il

TEQ. 7 - Se &

(21) xA = x§(y)

si ha:

(22) S(x)S(y) = S(y)S(x).

TEO. 8 - Nell'ipotesi (21) si ha:

(24) [S()S(y)T =1

Dim. La dimostrazione segue dalla (22), da AX 7 e dalla involuto-
rieta di ogni S.

OSSERVAZIONE 5 - Le (22) e (23) esibiscono la corrispondenza
A, introdotta nel §2, come una operazione involutoria del gruppo abe-
liano T.
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TEQO. 9 - Nell'ipotesi (21) si ha:

(25) yA = y§(x).

Dim. Poniamo per un momento:

u = yS(x).
D1 qui si ha:

(26) uS(y) = ySx)S(y) = yS(y)S(x) = yS(x) = u.

Quindi u ¢ un elemento unito per S(y), e pertanto per Teo. 3., si ha:

(27) (u=y)v(u=yA).

Ora non pud essere u=y, perché u sarebbe allora unito per S(x).
Deve quindi valere la (25).

§ 6.

Mantenendo le notazioni dei §§4, 5 indichiamo con il simbolo:

(28)

Q

la operazione del gruppo abeliano T

(29)

T(X>Y)

che porta x in y. St ha quindi:
y = xQ.
Per AX 1 si ha:
(39 v = $(6Q,

e la operazione $(x)Q, per AX 7, & ancora una S.

Quindi si ha:
G1) SXQSMQ = L
Ma dalla (29) si ha anche:
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(32) y = xQS(y)

e quindi, per I'arbitrarieta di x,

(33) QS(y) = $(x)Q.
Ma QS(y) & una S; quindi, per AX 5 si ha:

(34) [QST = L.
Di qui e dalla (33) si ottiene:

(35) QS(x) = S(y)Q,

ed anche:

(36) QS(y)S(x)Q = 1.

e dalla (22):

(36a) QSx)S(y)Q = I
Quindi, dalle (21) e (24) si ottiene

(37) QAQ =1L

Da questa, per I'involutorieta di A, e per I’abelianita del gruppo T,:

(38) A=Q
Da queste, e dalle (29), segue:
(39) xA =yQ
ed anche:
(40) yA = yQ* = xAQ.

Quindi nel gruppo T I'operazione Q ¢ ciclica del IV ordine.
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§7.

Siano a, b, ¢ tre elementi di F, tutti distinti tra loro due a due; in-
dichieremo la terna ordinata costituita da essi con 1l simbolo:

(41) (a,b,c).

AVVERTENZA - Nel seguito, fino ad esplicito avviso contrario,
da darsi di volta in volta, quando una terna di elementi sari indicata
con il simbolo (41) sara sottintesa I'ipotesi che i tre elementi sono tutti
distinti tra loro.

Nelle pagine che seguono verra definita implicitamente, con oppor-
tuni assiomi, una relazione tra terne ordinate di elementi di F; tale re-
lazione sara simboleggiata interponendo il simbolo «<EQ» tra quell di
due terne, con una formula come la seguente:

(42) (a,b,0)EQ(x,y,2)

che sara letta con la frase «la terna (a,b,c) € equiversa alla terna (x,y,z)»
o con frasi equivalentt.

1l fatto che tra due terne (a,b,c) ed (x,y,z) non sussiste la relazione
«EQ» sara simbolizzato mediante la formula:

=[(a,b,c)EQ(x,y,2)).
** AX 8 - Va,b,c{a,b,c)EQ(a,b,c)}

Il contenuto di questo assioma potra essere richiamato nel seguito
dicendo che esso esprime la «proprieta riflessiva» della relazione «<EQ».

** AX 9 - Per tutte le terne (a,b,c), (%,y,2), (p,q,r) st ha:

{(a,b,c)EQ(p,q,n)} & {(a,b,c)EQ(x,y,2)}=[(p,q,r) EQ(x,y,2)].

Il contenuto di questo assioma potra essere richiamato nel seguito
dicendo che esso esprime la «proprietd transitiva» della relazione
«EQ».

Da AX 8,9 segue 1

TEO. 10 - Si ha:
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(43) [(2,b,0)EQ(x,y,2)}=>[(x,y,2)EQ(a,b,c)].

1l contenuto di questo teorema potra essere richiamato nel seguito
dicendo che esso esprime la «proprieta simmetrica» della relazione

EQ».
+ AX 10 - Per tutte le terne (a,b,c) st ha:
(3,b,c)EQ(b,c,a) ed anche (a,b,c)EQ(c,a,b).
+ AX 11 - Va,b,e,x,y,2{[(2,b.)EQ(x,y,2)M(a,b.c) EQ(y,%,2)1}.

** AX 12 - Ya,b,c,x,y,2{~[(2,b,c)EQ(x,y,2)v=[(2,b,c)EQ(v,x,2)1}.

OSSERVAZIONE 6 - I due assiomi 11, 12, stabiliscono una parti-
zione, tra le terne (x,y,z) di F, una volta che sia fissata una terna {a,b,c).

Infatti, come conseguenza di questi due assiomi, ogni terna (x,y,z)
risulta essere equiversa ad (a,b,c) oppure ad (a,c,b).

** AX 13 - Dati quattro elementi a, b, ¢, d, tutti distinti tra loro, si ba:

*) (3,b,0)EQ(a,b,d) < (c,d,2)EQ(c,d,b).
ed anche:
(**) (a,b,c)EQ(a,b,d) < (a,c,b)EQ(c,a,d)

CONVENZIONE - Se vale la:
(2,b,c)EQ(a,b,d)

diremo anche che «le coppie di elementi (a,b) e (c,d) non st separano».
Se invece vale la:

~(a,b,c)EQ(a,b,d)]
diremo che «le coppie di elementi (a,b) e (c,d) si separano».
Siano ora x ed y due elementi distinti, e sia u uno degli elementi

uniti della operazione S che porta x in y; si abbia cioé:
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(44) xS(u) = y.

Ricordiamo che, dagli sviluppi del §§ 2, si ha che I’altro elemento
unito &
(45) u = uA.
“AX 14 - -[(x,y,u)EQ(x,y,uA)]

Adottando la convenzione di linguaggio or ora introdotta, espri-
meremo il contenuto di questo assioma dicenco che, data una coppia
qualunque di elementi distinti x,y, la coppia di elementi, uniti per

I’operazione S che porta x in y, separa la coppia data.
Sempre con le notazioni del §2 si ha:

# AX 1S - Vx,y,z,u{~[(x,y,2) EQ(xS(u),yS(u),zS(u)1} .

Segue di qui facilmente il:

TEO. 11 - Indicata con U una operazione qualunque del gruppo T, si
ha:

Vx,y,2{(x,y,2) EQ(xU,yU,zU)}.
TEO. 12 - Dati 4 elementi distinti: a,b,c,d, se &
(46) (3,5,0EQac.d),
allora si ha:
(462) (2,b,d)EQ(b,c,d).

Dim. Dagli assiomi della relazioe «<EQ» segue che la (46) ha come
conseguenza:

=[(a,c,b)EQ(a,c,d)]

e da questa, sempre per gli stessi assiomi, consegue:
-[(b,d,a)EQ(b,d,c)]

ed infine da questa consegue la (46a).
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TEO 13 - Se &:

(a,b,c)EQ(a,c,d)
allora st ha anche:

(a,b,c)EQ(a,b,d)

Dim. Nella formula (**) di AX 13, scambiando tra loro le lettere d
e b si ottiene, dall’ipotesi di questo Teo.:

(a,d,c)EQ(a,b,d),

ossia:
(a,c,d)EQ(a,d,b),

e da questa, per la proprieta transitiva della relazione «<EQ»:
(a,b,d)EQ(a.b,d},

che ¢ la tesi del nostro Teo.

Fissiamo ora una terna (a,b,c) di elementi di F. Dati due elementi
qualunque x,y, indicheremo con il simbolo «m(x,y)» quell’elemento z
che possiede le due seguenti proprieta:

I} z ¢ un elemento unito della operazione S che porta x in y; st ha

=\
ciog:

(47) y = x5(z);
II) la terna (x,z,y) ¢ equiversa alla (a,b,c) fissata: si ha cioé:
(47a) (a.b,0)EQ(x,2,y).

Fissata la terna (a,b,c) di elementt, sia j un quarto elemento, e po-
niamo:

(48) u = m(j,jA).
Ricordando gli sviluppi del § 6, porremo:
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(49) u =jQ.

Si avra quindi:

(48a) (2,b.0EQ(,iQ,jA);
ed in conseguenza del Teo. 11, si avrd anche:
(48b) ()QA)EQ(Q,jA,JAQ).
§ 8.

Indichiamo con N Uinsieme dei numeri naturali maggiori di zero,
ponendo quindi:

(50) N = {1,2,3,...n,..},
e sia C una successione di simboli 0 oppure 1:
(51) C = {c()} ; Vi{iEN=>(c(1)=0)v(c(1)=1)}.

Nel seguito indicheremo con C anche il vettore, i cui elementi so-
no quell: della successione (51), ponendo quindi:

(52) C = [c(1),c(2),e(3),......ncn)yenen .

Nel seguito un vettore cosiffatto sara anche chiamato convenzio-
nalmente «vettore binario».

CONVENZIONE - Diremo convenzionalmente che il vettore (52)

& «finito» se ha un numero finito di elementi uguali ad 1 (uno); quindi
un vettore C sara detto finito se vale la:

(53) InVif{(i>n)=(c(i)=0)}.

Inoltre se tutti gli elementi del vettore C, da un certo punto in poi,
sono uguali ad 1, converremo di identificarlo con il vettore finito C’,
che si ottiene facendo uguale ad 1 Pultimo elemento diverso da 1.

Quindi se st ha:
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(54) (c(n) = O)&[Vi{(i>n)=>(c(i)=1)}],
porremo:
(55) cC=0C

essendo C’ il vettore finito 1 cui elementi [¢(j)]’ sono dati da:
(56)  Vi{lli<n)={[c(i)] =c(i)T&l[c(m)] = 1]&[(i>n)=>{[c()] =01}

OSSERVAZIONE 7 - Indichiamo con a(C) il numero reale defini-
to da:

(57) o(C) = Zc(i)/2, (IEN).

Si riconosce che il numero a(C) dato dalla (57) ¢ una «mantissa,
cioe soddisfa alle limitazioni:

(58) Osa(C)<1.

Si riconosce inoltre che le convenzioni adottate permettono di sta-
bilire una bijezione tra i vettori C e le mantisse. Nel seguito diremo
che un numero reale a, espresso nella forma (57), € una «mantissa bina-
ria».

Le convenzioni ora stabilite, gli assiomi enunciati ed 1 teoremi di-
mostrati permettono di associare ad ogni elemento di F (punto) un vet-
tore binario; se x ¢ un punto di F, indicheremmo con C(x) il vettore bi-
nario che sara associato ad x con le procedure di cui diremo subito, ed
indicheremo con a(x) il numero soddisfacente alle (58) (mantissa), rap-
presentato in forma binaria dalla (57) in funzione degli elementi del
vetrore C(x).

Le convenzioni alle quali alludevamo poco sopra sono le seguenti:

I) all’elemento j assoceremo il vettore:

(60) C(j) = [0] e quind: il numero a(j) = 0.

IT) all’elemento jA assoceremo il vettore:

(61) C(jA) = [1] e quindi il numero a(jA) = C.1.
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III) all’elemento jQ assoceremo il vettore:
(62) C()Q) = [01] e quindi il numero ofjQ) = 0.01.

IV) in generale, se a due elementi x, y sono associati 1 due vettori fi-
niti D(x) e D(y), assoceremo all’elemento z=m(x,y} il vettore finito le
cui componenti sono le cifre del numero:

(63) ofz) = ofm(x,y)] = {a(x) + ay)} /2.

Dai teoremi riguardanti la relazione «<EQ» si deduce che condizio-
ne necessaria e sufficiente perché sia:

(64) (%,2,y)EQ(a,b,c)
¢ che sia:
(65) afx) < az) < afy).

In particolare si trae di qui che, se un elemento z soddisfa alla con-
dizione:

(66) (a,b,0)EQ(),z,)A),

la cifra ¢(0) del vettore D(z) soddisfa alla condizione:

(67) Q) = 0,

e viceversa. Se invece un elemento z soddisfa alla condizione:

(68) (3,6,0EQ( A z.j),

la cifra ¢(0) del vettore soddisfa alla condizione:
(69) c(0) = 1.

Da c16 che precede si trae che ogni elemento z dell’insieme determi-
na un vettore C(z) e quindi una mantissa a(z), cioé¢ un numero reale
soddisfacente alla (58), espresso dalla (57) in funzione degli elementi del
vettore C(z).
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** AX 16 - ad ogni vettore binario C corrisponde un elemento di F.

Questo assioma stabilisce una bijezione tra ’tnsieme F e i numeri
reali soddisfacenti alle condizioni (58); esso puo essere chiamato «assio-
ma di continuita» per I'insieme F.

* 3k *

§ 9.

Nel § precedente abbiamo stabilito un insieme di convenzioni che
permettono di associare biunivocamente ad ogni elemento di F un nu-
mero reale a dell’insieme (58). Tale numero pud essere chiamato «co-
ordinata» dell’elemento di F a cui corrisponde.

Queste coordinate permettono di rappresentare le operazioni
dell’insieme S e del gruppo T mediante operazioni nell’anello R/(1)
delle mantisse dei numeri reali.

Infatti ’operazione S(u) che porta I’elemento x nell’elemento y vie-
ne rappresentata dalla equazione:

(70) afx) = afy) = 22afu)  (mod. 1),
ed un’operazione del gruppo T viene rappresentata dall’equazione:
(71) afy) = a(x) + k  (mod. 1).
Per rappresentare la relazione «EQ» poniamo:
(72) x) = ran[mafx)].
Con questa posizione, la relazione:

(73) (x,y,2)EQ(a,b,c)

viene rappresentata con la equazione:

74 sgn{[6(z)-0(x)1[6(2)-6(y)]} = sgn{[6(c)-&a)I[&(c)-&(b)I}.
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